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1. Numeros y cantidades. El continuo y lo discreto

1.1. Los inicios de la aritmética

Estamos tan acostumbradosantar que cuesta trabajo imaginar un mundo sin nimeros. Pero
asi fue, no creo que nadie lo dude, durante muchisimo tiemploiso en nuestros dias se tienen
noticias de tribus aisladas que no saben contar mas allaade @ucinco objetos; cuando tienen
que referirse a una cantidad mayor emplean una expresidquigre decir “muchos”. Es frecuente
también que en los lenguajes primitivos se utilicen pakalistintas para designar nimeros igua-
les cuando éstos se refieren a diferentes clases de objetmsaRoco, conforme los primitivos
grupos tribales fueron organizandose en sociedades cadaascomplejas, el proceso de contar
colecciones concretas de objetos condujo al concepto deemiabstracto”. .. !Que a nosotros nos
parece tamatural Pero esto fue un largo proceso cuyo desarrollo es el temstddeecion.

En el tercer milenio a.C. en el antiguo Egipto y en Mesopatssgiinventaron diversos simbo-
los con significado numérico y sistemas de numeracion qusa®em para resolver una variedad
de problemas practicos. Las caracteristicas mas sorprsddel sistema numérico babilénico son
el principio de notacién posicional y la base 60. Tambiélization el principio de notacién posi-
cional para representar fracciones. Esto les permitiGodispde una aritmética bastante avanzada
y utilizarla en muchas situaciones practicas, especiaknemastronomia. Sin embargo, se limita-
ban a dar instrucciones verbales de los calculos a reaipgystificarlos de ninguna manera. Los
egipcios, por su parte, inventaron un sistema de escriturgérica que usaba la base 10, pero no
era posicional, sino aditivo. Usaban un simbolo especia mpresentar fracciones unitarias (con
numerador igual a 1) y las demas fracciones se escribian soma de estas. Contar, con la ayuda
de simbolos numéricos, sefiala el principio de la aritmética

Las matematicas que se desarrollaron en Mesopotamia y ptoEgi fueron mas que un con-
junto de reglas para resolver problemas de la vida diariai @ahay simbolismo, apenas algun
pensamiento consciente sobre abstracciones, ningunalfmidn metodolédgica general y ningu-
na idea de demostracion o incluso de razonamiento plaugil@igoudiera convencer a alguien de
la correccién de un procedimiento o férmula. No hubo, de bgolmguna concepcién de ciencia
tedrica de ninguln tipo.

Quien quiera profundizar en estos temas puede const]taf {].
1.2. Numeros y medida de magnitudes

Una vez inventados los nimeros, el paso siguiente fue gspdmmedir magnitudegales
como longitudes, superficies, volimenes o tiempos. Estepoorequiere bastante ingenio. Consi-



deremos, para fijar ideas, que quereragpresar numéricamenta longitud de un segmento de
recta AB. Lo primero que hay que hacer es elegir umedad de medidaue sera otro segmento
OU y comparar ambos. Puede ocurrir gABcontenga un nimero exacto, de veces @®U. En tal
caso podemos escribir simbdlicameA=mOU. El nimerom representa entoncesrzedidade
AB respecto déU. Lo mas frecuente, no obstante, es @& no esté contenido un nimero exacto
de veces e\B. En tal caso podemos divid@U en un cierto nimera), de partes iguales con la
esperanza de que, al tomar como nueva unidad de medida ustas@artesQU’, resulte queAB
contenga un nimero exactu, de veces @U’. Cuando esto es asi se dice que los segmekiog
OU sonconmensurable€sto quiere decir quadmiten una unidad de medida coméhsegmento
OU’. Podemos escribiAB= mOU’. Por otra partéDU = nOU’. Podemos ahora usar los niimeros
m,n para hacernos una idea de comddscomparado co®U ; esto es lo que se expresa diciendo
quela razén deAB respecto dOU es nt n (Iéasem sobren).

AB m

OU n
Con el paso del tiempo el simbolm: n que, en sus origenes, como acabamos de explicar, re-
presentaba la razén de (las longitudes) de dos segmentosensarables quedd desprovisto de
su significado original y pas6 a ser considerado simplemamnt® unnimeronaciendo de esta
forma los numerosgacionales(cuyo nombre alude, precisamente, a que tales nimeroseepae
razonesle segmentos conmensurables).

1.3. Numeros y cantidades en la antigua Grecia

Los griegos de la antigliedad distinguian etiinémero” y “cantidad” o “magnitud”. Para
ellos un nimero era un agregado de unidades. Podemos preéisaUn numero es una multipli-
cidad gue se obtiene por repeticién de un individuo — la whidacuyas partes estan separadas —
son discontinuas — y tienen fronteras bien definidas. Tottbsesexpresa diciendo que los nime-
ros son de naturaleadiscreta. Por otra parte, los nimeros no tienen sentido si se separks d
objetos materiales o ideales a los que enumeran. Asi, ‘tloe¢ed” tiene sentido, pero “tres” por si
mismo carece de significado. Es decir, un nimero es un atritautin grupo de objetos y carece de
autonomia propia.

Una “cantidad” puede ser, entre otras cosas, tiempo, lathgitolumen, velocidad o masa.
La caracteristica esencial de la cantidad esainuidad. Una cantidad puede dividirse indefi-
nidamente, pero no esta formada por partes separadas quéptioas de una unidad, sino que

1| a palabra “discreta” deriva de una raiz latina que signiieparar”. De esta misma raiz deriva el verbo “discernir”
cuyo significado es reconocer algo como distinto o separddo [

2| a palabra “continuo” deriva de una raiz latina que signifioantener junto” o “cohesionar”. Esta misma raiz nos
da el sustantivo “continente” con el significado de una esitende tierra no interrumpida por el mai.[



sus componentes estan unidos entre si por fronteras contomeie acaba uno empieza otro. Por
ejemplo, un area plana puede dividirse en trozos que, al esidos unos con otros, pierden su
singularidad quedando como partes indiferenciadas dedm for otra parte, los matematicos
griegos no estudiaron la cantidad como algo abstracto,gbasdas cantidades tienen siempre un
caracter concretoson una cantidad de algo.

El concepto de cantidad estaba estrechamente ligado a faghém. Una proporcion entre dos
segmentos o entre dos areas planas es una cantidad que pwedesexpresarse con ayuda de
numeros. Cuando dichos segmentos o areas admiten una deigaedida comin podemos decir
que la razén de uno a otro es, por ejemplo, 7 : 10. Pero, pagrikmgos, 7 : 10 no es un ndmero
sino una forma de expresar una cantidad concreta, que pedrs& algo asi como “siete partes de
diez”. Ellossolamente consideraban como nimeros los enteros posjtiviasquiera consideraban
como numero a la unidad. La unidad es, eso, “la unidad” de éaegtan formados los niimeros,
pero ella misma no es un nUmero porque no esta compuestadéelasi

1.4. Los pitagéricos y el descubrimiento de las magnitudesac¢onmensurables

Volviendo a la situacion antes descrita, parece intuitive,cualquiera sea el segmeni®,
dividiendo OU en un nimeroy, suficientemente grandte partes iguales, podemos conseguir que
la nueva unidad de medid@U’, esté efectivamente contenida un nimero exacto de vecAB.en
En otras palabras, parece que dos segmentos cualesquberasge conmensurables. Pues bien, la
intuicidn aqui nos engafia, y ese fue el extraordinario desuiento que realizaron los pitagéricos.

Para tratar de encontrar una unidad de medida comun paragioestosio = ABy o, =CD
se procede como sigue. Supuesto gge> d;, quitamos deg tantas veces como podamos
hasta obtener como sobrante un segmenta a;:

Og = N101+ 0> Oy < 01

Es decir, el segmentm, contienen; veces abi; y gueda un segmento sobrante< a1. Repetimos
el proceso para obtener:

01 = Np0so+ 03 a3 < d2

O = N303-+ 04 04 < 03

Siap y a; tienen una unidad de medida comun, este proceso terminaédedp un ndmero finito
de etapas, es decir, hay ke N tal queay_1 = nkax de manera quay es una unidad de medida
comun para los segmentag y a1. Si el proceso puede continuarse indefinidamente obtemiend



en cada etapa segmentos sobrantes cada vez mas pegyefiesa, es porque los segmentos de
partida no son conmensurables

Observa que diip Y 01 Son numeros enteros, este proceso es el algoritmo de Esipkda la
divisién de enteros g es el maximo comun divisor d&y y 01

bles.

Parece ser que fue un pitagéri¢ttipaso de Metapontauien en el siglo V a.C., al estudiar las
propiedades geométricas del pentagrama, descubrio temsis de los segmentos inconmensura-

Figura 1. El pentagrama pitagdrico

En el pentdgono regulakBCDE las diagonales se cortan formando otro pentdgono regular
A'B'C'D'E’. Debido a la simetria, cada lado de un pentagono regular reejzaa una de sus

diagonales. Por tanto los triangula& Dy BE'C tienen sus lados correspondientes paralelos y, en
consecuencia, sus angulos son iguales, por lo que son seesejaor tanto

AD  BC
AE  BF
PeroBE' = BD— DE’ = BD—

AE = BD — BC puesDE’ = AE por ser lados opuestos de un para-
lelogramo. Y comAE = BCy AD = BD, hemos obtenido que:
BD  BC
BC  BD-BC


http://es.wikipedia.org/wiki/Hipaso_de_Metaponto

Es decir, en cualquier pentagono regular se cumple que

diagonal lado
lado  diagonal-lado

Tenemos ademas:
BD—-EA=BD-DE'=E'B=D'B=DA

Es decir, la diferencia entre la diagonal y el lado del pesiidgmayor es igual a la diagonal del
pentadgono menor. Y también:

BC—DA'=BA —BE =E'A

Es decir, la diferencia entre el lado del pentdgono mayodiaigonal del pentagono menor es igual
al lado del pentagono menor.

Pongamos®iy = diagonal= BD, a; = lado= BC, a, = g — a1. Tenemos que

o a1

041 a2

Este proceso puede continuarse pues si ahora formamosiardifacs = a1 — oy, puesto que,
es la diagonal del pentagono menarges su lado, tenemos qug < a, y poniendoo = 0, — 03!

o> a3

a3 (oV/]
Y dicho nimero es evidentemente el mismo para cualquieagenb regular, luego:

o 041 a2 az

a1 (06)) a3 04

Proceso que puede continuarse indefinidamente puestosydiadpnales de cada pentagono regu-
lar determinan otro pentagono regular. Esto significa queageso que hemos descrito anterior-
mente:

Op=1-0a1+02 02 < g
a;=1-0a,+0s3 a3 <02

O>=1-03+04 Oz < Q3

no termina nunca y por tanto los segmeri@sy a1 son inconmensurables. Luego la diagonal de
un pentagono regular es inconmensurable con el lado.

De laigualdad
(040} a1

a1 Op—0a1
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se deduce qu% = 1*—2\/5 Y acabamos de probar que dicho nimero no es cociente de egimer
enteros, es decir, no es un numero racional.

El nimero® = ”Tﬁ’ es uno de los mas famosos de las Matematicas. Se conocerapam
aurea Si enGooglebuscas “razén aurea” (asi, con las comillas) te saldrantiessimil paginas.
Eso en espafiol, porque si buscas en inglés “golden sectib@idras casi novecientas mil paginas.
El poeta Rafael Alberti dedicé un hermoso soneto a la razéeeau

A la divina proporcion

A ti, maravillosa disciplina,

media, extrema razén de la hermosura,
gue claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,

aurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura

gue el Universo arménico origina.
A ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.
Luces por alas un compas ardiente.
Tu canto es una esfera trasparente.
A ti, divina proporcion de oro.

La siguiente demostracién, que aparece al final del libro lslElementosle Euclides, prueba
que la diagonal de un cuadrado no es conmensurable con el lado

En efecto, siOU es el lado yAB la diagonal, y suponemos que ambos admiten una unidad
de medida comurOU’, tendremos quéDU = nOU’, y AB = mOU’ para convenientes nime-
ros naturalesm, n. Pero, en virtud del teorema de Pitagora€)Q@)2 = (AB)?, y deducimos que
2n?(0OU’)2 = m?(0U’)?, por lo que debe sem2 = mP. Veamos que esto lleva a una contradiccion.
Podemos suponer que y n no tienen factores comunes (si los tuvieran se los quitayyes) par-
ticular, my n no son ambos pareka igualdad #% = n? nos dice quar? es par lo cual implica
gque también tiene que senn. Asi podemos escribim = 2p. Sustituyendo en la igualdad anterior
y simplificando tenemos que? = 2p?, y de aqui se sigue, al igual que antes, quiene que ser
par y ésta es la contradiccién anunciada.




Suele afirmarse que los pitagoricos pensaban qoéreeroera elfundamento Ultimale toda
realidad aunque ni siquiera Aristételes tenia claro lo e significaba I]. Puede que los pi-
tagoricos atribuyeran un significado fisico a eeameros considerados como sustrato universal
subyacente a todo, y los entendieran com@éases ultimas indivisiblede cualquier magnitud, lo
queDemacritoy Leucipollamaronatomos Eso explicaria la profunda crisis que produjo entre los
pitagoricos el descubrimiento de las cantidades inconunahkes, pues la existencia de tales canti-
dades niega directamente la interpretacion atomista dagtiral cualquier segmento de linea esta
compuesto de un numero finito dé@nimas unidades indivisiblepues si esto fuera asi esta claro
gue tales unidades minimas serian una unidad de medida garaioualquier par de segmentos.

El descubrimiento de la inconmensurabilidad fue un logngsecedentes porque no fue empi-
rico sino puramente teérico, puso de manifiesto que la getanai es aritmética y que los objetos
matematicos no eran tan simples como se pensaba. De heghaslpropiedades que parecian
claramente verdaderas (como que dos segmentos siemprgaadmmia unidad de medida comun),
resultaban ser falsas. Esta crisis de fundamentos hizéianesla seguridad del método seguido
para demostrar las propiedades de los objetos matematmasistente ehacer vero poner en
evidenciaque tales resultados eran necesariamente verdaderos.en asfjin momento de la se-
gunda mitad del siglo V a.C., un grupo de matematicos griegtzblecieron un nuevo método para
el descubrimiento de la verdad: mitodo axiomatico-deductivgue es esencialmente el mismo
gque usamos hoy. Se trata de, partiendo de unas pocas veedatiages (0 axiomas), y a través de
una serie de etapas sucesivas muy simples, obtener unaad@efirmaciones, con la propiedad
de que una cualquiera de ellas es verdadera siempre qualtodes las anteriores. A las leyes que
rigen las formas correctas de pasar de una afirmacion a oteacdelena, se les llam6 més tarde
leyes légicas o deductivag tienen uncaracter forma) independiente del caracter de verdadero o
falso de la afirmacion a la que se aplica. A estas cadenas oaeiines l6gicamente correctas, los
griegos las llamarodemostracionef’].

Aristételes atribuye a los pitagéricos el mérito de habdo $ds fundadores en el siglo V a.C.
de la mateméatica como ciencia deductiva. Ellos fueron lmsgros en insistir en el razonamiento
deductivo como unico método de demostracion en matematicas

Hoy vivimos en un mundo digitalizado: la musica que escuchaspeliculas que ves, la te-
levision digital y tantas mas cosas de uso cotidiano sonuesencia, nimeros. Parece que los
pitagdricos no estaban del todo equivocados.

Pitagorasjunto con su maestrdales de Miletg y tambiénAnaximandroy Anaximenessin
olvidar a Dema@crito y algunos mas de los que gueda memoriajtigmismo puedes consultar
en Wikipedia todos ellos eran matematicos y fil6sofos. ¢ Casualidad? Ughommenos. Lo que
hoy llamamosCultura Occidentalnace de una gran blasfemia, a saber, la afirmaciéon de que la
realidad puede ser comprendida y explicada racionalmé&nézte a los relatos mitologicos y a


http://es.wikipedia.org/wiki/Dem%C3%B3crito
https://es.wikipedia.org/wiki/Leucipo_de_Mileto
http://es.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%A1goras
http://es.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Mileto
http://es.wikipedia.org/wiki/Anaximandro
http://es.wikipedia.org/wiki/Anax%C3%ADmenes_de_Mileto

los caprichosos dioses imprevisibles, la afirmacion imgeléle que la inteligencia humana puede
desentrafiar por sus propios medios el funcionamiento dektso. Y ¢ qué produce la inteligencia
humana cuando empieza a indagar sobre la Naturaleza? Mat@snaFilosofia. Las Matematicas,
por su propia naturaleza, tienen un campo mucho mas radtiogie el de la Filosofia pero, en
cambio, son extraordinariamente eficaces. La palabrasguoegnpa, que se leenathemasignifica
conocimiento

El Libro del Universo esta escrito en el lenguaje de las mataras y sus caracte-
res son triangulos, circulos y otras figuras geométricas,las cuales es imposible
entender ni una palabra; sin ellos es como girar vanamenterenscuro laberinto.

Galileo Galilei

1.5. Eudoxoy Euclides. Algebra geométrica

La existencia de segmentos inconmensurables era un sebitepra para el desarrollo de la
geometria pues, como dichos segmentos no pueden compararse sabia coOmo interpretar su
razén. Por ejemplo, un resultado, sin duda conocido poritagdricos, afirma quéas areas de
dos tridngulos con igual altura estan en la misma proporajdie sus baseg Qué sentido tiene esta
afirmacién si las bases no son segmentos conmensurablessbieinpa esta en que no habia una
forma de comparar razones entre magnitudes inconmenssinaings el concepto de proporcionali-
dad pitagérico suponia que las cantidades que se hallaroparpion poseen una medida comun.
Surge asi la necesidad de extender una teoria de la prapoesid@ecir de la igualdad entre dos
razones, que incluyera las razones de cantidades inconrabtes. Esto fue llevado a cabo por un
gran mateméatic&udoxo de Cniddgc.400 - 347 a.C.) que introdujo la idea aegnitud continua
decantidad Se trata de un concepto que, aunque no se define, permiideransantidades tales
como longitudes, areas, voliumenes, angulos, pesos, tiengpmloxo concebia estas magnitudes
de modo geométrico y no les asignaba ningun valor numérie@sia forma se evitaba el uso de lo
que nosotros conocemos com@dmeros irracionalesEudoxo definia entonces una razén de tales
cantidades y a partir de ella una proporcion, es decir, wrldgd de dos razones, que cubria los
casos de razones conmensurables e inconmensurable® fuesto se utilizaba nimero alguno
para expresar tales razones, los conceptos de razén y gidapguedaban ligados a la geometria lo
gue condujo al desarrollo de algebra geométricauya caracteristica es tratar los problemas alge-
braicos por medio de construcciones geométricas. Asitfiuergueltas las ecuaciones cuadraticas
obteniendo sus raices como segmentos. Por ejemplo, lalBdalbinomio

(a+b)? = a® 4 2ab+b?


http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/MateOspetsuak/Inprimaketak/Eudoxo.asp

se expresa como sigusi se divide un segmento, como viene dado, entonces el cizasiare el
segmento entero es igual a los cuadrados sobre las partesiasageces el rectangulo formado por
las partes conjuntament&o que debe entenderse en el sentido de que las areas geamétite
combinadas de los dos cuadrados y el rectangulo sobre l&s g#an igual al area del cuadrado
sobre el segmento. No hay que olvidar que para los griegasioss nimeros son los naturales,
y por tanto una propiedad relativa a cantidades que no sé@eoas numéricas no puede traducir-
se algebraicamente usando operaciones como suma y prapectos griegos solamente usaban
cuando se trataba de numeros naturales.

Se desarrollo asi una especie de “algebra geométrica” areléog nimeros se representaban
por segmentos de linea y las operaciones aritméticas fgestituidas por construcciones geomé-
tricas. Las ecuaciones lineales y cuadraticas fueronltasumn técnicas geométricas, evitandose
asi el problema de las magnitudes inconmensurables. Déoesia en las matematicas griegas el
razonamiento geométrico llegd a considerarse como el maltetazonamiento matematico rigu-
roso. Y asi siguié siendo durante mas de 2000 afios.

Euclides el matematico mas famoso de la Escuela de Alejandria, edpdaoria de Eudoxo en
el Libro V de losElemento4300 a.C.) y en ella destacan los siguientes puntos gue i@nuoE con
nuestro simbolismo actual muy diferente de la forma puraeneerbal en que fueron formulados

([4], 1.4.5).

E1 (Propiedad arquimedianjaDadas dos cantidades siempre hay un multiplo de una degeitas
excede a la otra. Es decir, si es@ < b hay algunmne N tal quena > b.

Observa que esta propiedad impide la existencia de caaidaakitivasgnfinitamente peque-
fas los llamadosnfinitésimosde los que hablaremos mas adelante.

E2 (Criterio de igualdad Las razones: by c: d son iguales si cualesquiera sean los enteros
positivosm, n se tiene que

ma< nb=— mc<nd, ma=nb=— mc=nd, ma>nb=— mc>nd D

Esta definicion de la proporcion no necesita suponer quealstdades son conmensurables. Al
mismo tiempo, permite demostrar todas las proposicionesaidas sobre proporciones. Volvere-

mos a considerar mas adelante este elaborado criterio dieléglique, desde luego, no aclaraba
nada sobre la naturaleza de las cantidades irracionalesig ge manifiesto la dificultad de reducir

a la aritmética el estudio de las mismas.

Los libros VII, VIl y IX de los Elementosde Euclides tratan de la teoria de niumeros, esto
es, de las propiedades de los nUmeros naturales, de lagsagntrte nUmeros naturales y entre
magnitudes conmensurables. Su estudio es independidritéodeV dedicado a las magnitudes
continuas propias de la geometria, es decir, Euclidesdegt@aradamente los conceptos de nimero


http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/mateospetsuak/Euclides.asp

y magnitud.

Euclides, en el Libro X de lo&lementosclasifica las magnitudes inconmensurables en los
tipos siguientes (uso, claro est4, la notacion actual):

atvb, atvh, \/ai\/ﬁ, \/\/éi\/ﬁ

Donde se entiende quey b son racionales. Se demuestran también identidades -jttadme-
diante construcciones geométricas!- que con el simbolesrhaal se traducen ers{[ pg. 45):

/\/ai\/ﬁz\/\/a+2\/a—bi\/\/a—2\/a—b

e N

La carencia de una teoria aritmética satisfactoria de latsdeales inconmensurables hizo que los
matematicos griegos consideraran la Geometria como unei@imas general que la Aritmética,
puesto que sélo la Geometria podia manipular las razonesrnmensurables, y dedicaran sus es-
fuerzos al estudio de la primera en detrimento de la Ultinmecdnsecuencia fue que la Geometria
se convirti6 en la base de casi todas las mateméticas y qaetdwasi 2000 afios, en Europa,
hasta al menos el afio 1600, casi todo razonamiento matenniticoso se expreso en lenguaje
geomeétrico.

Quizas el Unico matematico griego, después de los pitaggirgue no hizo Geometria sino
Aritmética fue Diofanto de Alejandria (c.214 - 298). En suaobamadaAritmética de la que
se han conservado seis libros de un total de trece, resugbmsak tipos de ecuaciones algebrai-
cas admitiendo como soluciones nimeros enteros o niimaa@sdnarios positivos, los cuales son
considerados por Diofanto como auténticos nimeros y nonssite como proporciones. Otra inno-
vacion de Diofanto fue la invencién de una notacién “sinciaajue constituye el primer ejemplo
de simbolismo matematico.

1.6. De la antigua Grecia a la invencion del Célculo

Es sabido que la civilizacion Romana, tan excelente endagpectos, no destaco en el estudio
de las ciencias puras y, en particular, de las matematieaprueba de ello es que no hay ningun
matematico Romano digno de mencién. No obstante, el sislemameracion Romano se impuso
extendiéndose por todo el Imperio.

Con el triunfo del Cristianismo a finales del siglo 1V y la caidel Imperio Romano de Occi-
dente en el afio 476, se inicia una larga era de oscurantisiorepa. En el afio 529, el emperador
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cristiano Justiniano ordend cerrar la Academia fundadaRiaton por considerarleeducto de
ensefianzas paganas de funesta influenicaafe y los dogmas no son demostrables légicamen-
te; absurdas disputas teoldgicas ocupan el lugar de lodiestde la Naturaleza y la Biblia es la
fuente de todo conocimiento. Segin San Agustin “Las padatieadas Escrituras tienen mas au-
toridad que toda la inteligencia humana”. El racionalisremiifico es sospechoso de paganismo.

Entonces. .. ¢ Para qué pensar?

A diferencia que en Grecia, en la India se habia desarrofteithcipalmente la Aritmética y
se conocia el sistema de numeracion posicional decimakdelssiglo VI. La primera vez que
el cero es tratado como un niumero de pleno derecho es en IBditenasphutasiddhantdel
matematico y astrénomo indBrahmaguptg598 - 670). Esta obra también contenia el principio
de la numeracion decimal posicional y los métodos de caldel@lgebra india. En ella se tratan
los nimeros negativos en términos muy parecidos a los astual

Figura 3. Fibonacci

La herencia matematica griega pasa a los arabes. La cultura
arabe tiene una época de esplendor en los siglos VIII - XII.
Al-Mamun (c. 786 - 833), sexto califa de la dinastia Abasida,
fundo6 en Bagdad la Casa de la Sabiduria, una especie de aca-
demia con una biblioteca y un observatorio. Alli se tradjer
las obras de los matematicos y filésofos griegos y tuvieren co
nocimiento de las matematicas indias.

El mas conocido matematico de la Escuela de Bagdad fue
Muhammad ibn-Musa al-Jwarizmi. En su oliro de la Adi-
ciény la Sustraccion segun el calculo de los hindseslescri-
be el sistema decimal posicional y se dan métodos paraaealiz
calculos aritméticos con dicho sistema.

Leonardo de Pisg. 1170 - 1250), mas conocido como Fi-
bonacci, aprendié en sus viajes por los paises arabes del Me-
diterraneo a usar los métodos de al-Jwarizmi. Al regresar a
Italia, publicé en 1202 elliber abaci obra que contribuy6 a
extender el sistema de numeracion indo-arabe en Occidente.
Estudiando las soluciones de una ecuacion de tercer grado, F
bonacci prob6é que habia nimeros irracionales diferentes de
los considerados por Euclides. En consecuencia, las &nic
del algebra geométrica griega no permitian construir ttatas
cantidades inconmensurables.

Fibonacci dio también una interpretacién de los nUmeroatieg como pérdidas o deudas, que
tuvo bastante buena acogida. Pero todavia debera pasap treropo para que los nimeros nega-
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tivos y el cero sean totalmente aceptados como niimeros.

En este apresurado repaso que estamos dando a la histona dénheros, debemos avan-
zar ahora casi trescientos afios para llegar a la siguieapa girotagonizada por los matema-
ticos italianos del Renacimientidiccol6 Tartaglia(c.1500 - 1557),Gerolamo Cardang¢l501 -
1576), Rafael Bombelli(1526 - 1572) yLudovico Ferrari(1522 - 1565). Los dos primeros re-
solvieron la ecuacion general de tercer grado de la cuaingolte se conocian las soluciones en
algunos casos particulares. En la resolucion de la cubiaedafo tuvo en cuenta las solucio-
nes negativas aunque las llamo “ficticias”, y comprobd quatilEica podia tener tres soluciones.

Asi mismo, Cardano reconocid por primera vez la existencia
de lo que ahora llamamos nameros complejos (a los que Na-
pier llamé “los fantasmas de los nimeros reales”) aunque no
los aceptdé como posibles soluciones. Por su parte, Bombelli
fue el primero en especificar las reglas para sumar y multi-
plicar nimeros complejos. Usando dichas reglas, probé que
podian obtenerse soluciones reales correctas para laagubic
incluso cuando la férmula de Tartaglia — Cardano requeria el
calculo de raices de numeros negativos.

Figura 4. Cardano

De esta época es también un opusddid Thiende(1585) (“ElI Décimao”) — 36 paginas — de
Simon Stevin(1548 - 1620), ingeniero y matematico nacido en Brujas, euelse introducen las
fracciones decimales y se explica su uso en las operacioitegticas. Asi mismo, en su obra
LArithmetique(1585) escribié que “no hay nimeros inexplicables, irrags, irracionales, surtls
0 absurdos”, indicando con esto que todos los nimeros dsbfamatados por igual y no hacer
distinciones entre ellos como si fueran de distinta nagaealDespués de Stevin, la idea de que 1
era un niumero gané una amplia aceptacion.

A pesar de estos avances, los conceptos de “numero” y “eafititk la antigiedad permanecen
sin cambios notables hasta el siglo XVII cuando se desarebimbolismo algebraico.

Lo importante del simbolismo algebraico, no es tanto el weséod simbolos por si mismos,
sino la elaboracién de reglas formales para realizar ojperes de forma simbdlica. Por ejemplo,
a? puede entenderse como una forma simplificada de escrikiréaldel cuadrado de ladh Eso
es muy distinto de escribja+ b)? = a? + 2ab+ b?. Esto Gltimo ya es una manipulacion simboélica
abstracta en la que las let@sh no son mas que simbolos sin una naturaleza concreta.

3La palabra griega “alogostiAoyoc, usada por los griegos para designar a los nimeros irrdemmambién significa
“sin discurso” y los arabes la tradujeron mamm “sordo” o “mudo”, que fue traducida al latin psardus
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Francois Viéteen suln artem analyticem isagogd591) expone una “logistica speciosapé-
cis. simbolo), o arte de calcular con simbolos, que fue un pasiside para el desarrollo del
concepto de cantidad abstracta. No obstante, Viéte conb@&ue solamente las cantidades ho-
mogéneas podian compararse entre si. Para entender estoteledr en cuenta que, desde la an-
tigliedad, el producto de dos cantidades, por ejeraploepresentaba el area de un rectangulo de
ladosay b. De la misma formaabcrepresentaba el volumen de un ortoedro. Una expresién como
ab+ c no tenia significado porque no se podia sumar una longitudgrear no eran cantidades
homogéneas.

Figura 5. Viéte Figura 6. Fermat Figura 7. Descartes

El siguiente paso definitivo fue el invento de daometria analiticaen los afios 1630 por
Pierre Fermay René Descarte&a introduccién de coordenadas y la representacion desyer
medio de ecuaciones supuso un cambio de perspectiva reva@uo. Piensa que, en la Antigle-
dad, solamente podian estudiarse aquellas curvas patglas gonocia un método de construccion
con regla y compas. Ahora, por primera vez, los objetos ga@uog podian estudiarse por medio
del simbolismo algebraico, cuando hasta entonces lo uabé Isido que el simbolismo algebraico
fuera un palido reflejo de relaciones geométricas.

Una importante creacion de Descartes fue el desarrollo d&lgebra de segmentos”. Para
ello, tomando como unidad un segmenta@onstruyd un segmento (cantidadyue verificaba la
proporciénu: a= b: c. Dicho segmenta representaba el producto de los dos segmentos (canti-
dades)a y b. También construyd segmentos que se correspondian comés tadiferencia y el
cociente de segmentos. De esta manera, cualquier opecari@antidades se corresponde con un
segmento, lo que hace que todas las cantidades sean hom®géna expresion comab-+ c ya
es correcta porque representa un segmento de linea. Est@géogizacion de todas las cantidades
conduce al concepto dmntidad abstractalesconocido en la antigliedad.

Por esta época ya también los nimeros eran objetos abstdetipensamiento. Es decir, ya no
eran simplemente un atributo del grupo al que contaban sie@e habian convertido en entidades
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auténomas.

Descartes introdujo el término “imaginario” para refezigs aquellas soluciones de una ecua-
cion polinémica que solamente estan en “nuestra imaginad@iomo era costumbre, llamaba “so-
luciones falsas” a las soluciones negativas. Las “raicetaderas” eran las positivas.

A estos progresos en matematicas hay que agregar los dealiza astronomia y en mecanica
por Copérnico(1473-1543) Kepler (1571-1630) yGalilea(1564-1642). Todos ellos se apoyan en
métodos experimentales y empiricos cuantitativos paraular sus resultados como Leyes de la
Naturaleza de contenido matematico.

Al mismo tiempo, a lo largo de los dos primeros tercios ddbsK/Il, se van desarrollando
una gran variedad de “métodos infinitesimales”, cuyos plemes clasicos estaban en Eudoxo y
Arquimedes, para resolver multitud de problemas de tipangético y analitico, como calculo
de tangentes a curvas, calculo de areas y de valores maiuomsabajos deCavalieri (1598 -
1647) ,Wallis (1616 - 1703) yBarrow (1630 - 1677) entre otros muchos, establecieron las bases
sobre las que dos grandes genidgwton (1643 - 1727) yLeibniz (1646 - 1716) desarrollaron
el Célculo Infinitesimal. M&s adelante veremos con algualigetodo este proceso, pues ahora
quiero considerar solamente aquellos aspectos del midamareados con las ideas de niimero y
de cantidad.

El Calculo Infinitesimal son las matematicas del cambio yndelimiento. Las ideas de mag-
nitud variable y de dependencia entre magnitudes son fuenkaies en estas nuevas matematicas.
Surge asi el concepto de “variable” que se forma a partir diekade cantidad abstracta. En el libro
de L'Hopital Analyse des infiniment petits, pour lintelligence des bgrmurbeq1696) se lee:

Se llaman cantidades variables aquellas que aumentan dridigen continuamente, y
por contraste cantidades constantes aquellas que pernearignal mientras las otras
cambian.

Los matematicos de los siglos XVII y XVIII usan el término fhtamlad” para referirse a cantida-
des generales abstractas, asi como a cantidades geométmcaetas, pero siempre se consideran
dichas cantidades como continuas. La nocion de cantidathuaamo se discute, se trataba de un
concepto basado en la realidad fisica. Segun Leibniz “idatan facit saltus”.

La idea de cantidad es mas general que la idea de nimero. besegde linea, por ejem-
plo, representa una cantidad, pero él mismo no se reduce arosinia idea de nUmero como
elemento de un conjunto no existe en el siglo XVIII. Por lamasrazén, un segmento no puede
“separarse” de sus extremos y siempre los incluye. Los rasrexan interpretados como medidas.
En Arithmetica universalig1707) Newton escribe:
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Por nmeroentendemos no tanto una multitud de cantidades, como |a r@azgtracta
de cualquier cantidad a otra cantidad de la misma clase qusatoos por unidad. Un
entero es lo que es medido por la unidad, una fraccion, aquello que una parte
submiltiplo de la unidad mide, y un surd, aquello que es inersurable con la
unidad.

Esta interpretacién de los nUmeros se corresponde con $idesacion de las Matematicas en los
siglos XVII'y XVIIl como una Ciencia de la Naturaleza y, en seouencia, los objetos matemati-
cos deben estar vinculados, directa o indirectamente,acogalidad fisica. Por ello, solamente se
consideran como “verdaderos nimeros” los que represehtesudtado de una medida: los enteros
y los racionales positivos. Los demas nimeros (negativ@sy ¢os imaginarios) son necesarios y
Utiles para los calculos, pero no son considerados “verdadgimeros” son “ficticios”.

Los nimeros irracionales positivos, aunque no son nimerceemrtido estricto, tampoco son
propiamente “ficticios”, porque pueden representarse peegmento y sirven para medir cantida-
des geométricamente especificadas. Los racionales eiredes positivos son llamados “ndmeros
reales” en oposicidon a los nimeros imaginarios.

Los numeros empiezan a considerarse como entidades stasb@bbre las que se opera con
unas reglas establecidas (pero que no pueden ser libredefitiglas). Por ejemplo, segin Euler,
v/12 es un nimero que multiplicado por si mismo es igual a 12oyessuna definicion simbdlica

dev/12.

El desarrollo inicial del Célculo, en el dltimo tercio deglai XVII, se basa en ideas vagas e
imprecisas como “cantidad evanescente”, “razén ultimahéirfitamente pequefio”. El uso de los
“infinitésimos”, considerados como cantidades que, simskrs, son mas pequefias que cualquier
cantidad positiva imaginable, es caracteristico de lagdas del Célculo.

Después de la invencion del Célculo el objetivo era usanla gascubrir nuevos resultados. Al
principio, nadie se preocupd mucho por la correccién matieende los procedimientos empleados.
La confianza en dichas técnicas descansaba en su extraiardifieacia para resolver multitud de
problemas. Sin embargo, a finales del siglo X VI, el uso cw@do de los infinitésimos, que nadie
sabia explicar, unido a la incomprensién que se tenia dallogros irracionales y de los procesos
de convergencia, propiciaron estudios criticos de loseqios basicos del Calculo, que acabaron
llevando a una nueva formulacién de los mismos mucho masafgrmgurosa, segun los criterios
actuales, pero también mucho menos intuitiva.
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1.7. Infinitésimos y el continuo numérico

Estas leyendahora mismaestas palabras. Tienes un sentido preciso del “ahora”ual gue
del “pasado” y del “futuro”. Tenemos una percepcion muyakdl “flujo del tiempo”. Percibimos
el tiempo como un continuo: lo que separa dos instantes m@dies . . . tiempo. Dado un pequefio
intervalo de tiempo, digamos un segundo, siempre podenraebo otro intervalo méas pequefio
todavia, medio segundo o una cienbillonésima parte de wmdeg¢,Has pensado alguna vez hasta
donde es posibléividir el tiemp® Si aceptamos que el “instante” es lo que no tiene duracion,
parece dificil aceptar que el tiempo esté formado por itssag Debemos considerar entonces que
hay unaunidad minimade tiempo, todo lo pequefia que queramos, pero que no se radute
instante? Estaras de acuerdo en que esa unidad minima ¢e tsema algo asi como una unidad
de tiempo “infinitesimal”. ¢ Cuantas unidades infinitesesale tiempo caben en un minuto? ¢Un
numero finito? ¢ Una cantidad infinita?

En el parrafo anterior podemos cambiar la palabra “tiempm” “pspacio” e “instante” por
“punto” y llegaremos a los problemas derivados de la “irdindivisibilidad” del espacio. Tiempo
y espacio son ejemplos de “continuo”. Una entidad continn@ontinuq es lo que no esta roto ni
separado ni tiene huecos, lo que puede ser indefinidamerdéddi sin que pierda su naturaleza.
Por ejemplo, un volumen de liquido, un segmento, un movitaienlos ejemplos méas inmediatos,
el espacio y el tiempo.

Lo que relaciona espacio y tiempo es el movimiento. El Céled la mateméatica del movi-
miento, del cambio continuo. El Célculo se apoya en la gedanahalitica de Descartes y Fermat
y en la Aritmética. La Geometria se ocupa de cantidadesmadj la Aritmética de lo discre-
to. El Calculo es la sintesis de lo “discreto” y lo “continud’bs “infinitésimos”, las cantidades
infinitesimales, son el puente entre lo discreto y lo comtinu

Los procedimientos del Calculo, limites, convergenciationidad, pueden describirse como
matematicas detontinuo numéricoLa expresion “continuo numérico” puede parecer un oximo-
ron, esto es, una combinacién de dos palabras con signi§icguleestos y, en cierto sentido, es asi.
Los nameros sirven para contar grupos de cosas de iguahletay por ejemplo arboles, o lo que
quiera que sea, pero cada una de ellas con su propia indidiadiaseparadas entre si, cosas que no
tiene sentido dividir porque al hacerlo pierden su nataeal@odo esto se resume diciendo que los
nameros tienen un caractdiscreto Los numeros siempre fueron considerados como lo opuesto
del continuo.

La oposicion continuo — discreto ha ocupado a los fildsofeg@dace 2500 afios y tiene como
primeros representantes respectivd@aaménidegc.510 - 450 a.C.) y &emdbcrito(c.460 - 370
a.C.).
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Parménides, el filosofo mas famoso de la Escuela Eleaticanaaéin su hermoso poerSabre
la Naturalezaque lo que Es, el Ser, es uno, ingénito, homogéneo, confimiivisible e inmutable.
Este concepto del Ser excluye toda posibilidad de nuevargeita de seres o sustancias y, por
tanto, el cambio y el movimiento son mera ilusién, porque @sniiresuponen que lo que no es
pueda llegar a ser.

Demadcrito es el representante mas conocido de la Escueaigttocuyo materialismo se opo-
ne al idealismo de la Escuela Eleatica. Demdcrito mantiere el universo estd compuesto de
pequefios corpusculos invisibles, los “atomos”, que pupedseer diferentes formas y extensiones
y que por movimientos y combinaciones diversas en el vagjeradran la totalidad de lo existente.

Zenodn de Eleadiscipulo de Parménides, es famoso poraqamrias en las que trata de probar
que tanto si el espacio o el tiempo son infinitamente divasibtomo si no lo son, el movimiento
no existe 0 es imposible. Las aporias de Zendn son un exinad desafio, al que filésofos y
matematicos han dado diversas respuestas, sin que aun temgaeconciencia clara de haberlas
podido explicar de forma totalmente convincente.

Segun Aristoteles, los atomistas preguntaban, en el sigpdesjue una magnitud sea infinita-
mente divisible, qué es lo que quedaba de ella después deehatmmetido a un proceso de division
exhaustivo. Y decian, si queda algo como polvo, es porqueriacho se ha completado el proceso
de divisién, y si lo que queda son puntos o algo sin extengjédmo es posible recomponer una
magnitud extensa con algo que no tiene extension? Seg&, kalloespuesta eran los atomos. La
palabra griega “atomos” significa “lo que no puede dividirg®r tanto, la Escuela Atomista ne-
gaba la infinita divisibilidad de la materia y afirmaba quelgui&r magnitud contiene elementos
indivisibles.

De la oposicién continuo — discreto siguieron ocupandosefilosofos de la Antigliedad,
Platdn(c.427 - 347 a.C.)Arist6teles(384 - 322a.C.)Epicuro(341 - 270 a.C.); y de la Edad Me-
dia Duns Scotdc.1266 - 1308) Guillermo de Ockhantc.1280 - 1349)Nicolas de Cus§1401 -
1464), entre otros. Este Ultimo, en una supuesta demasiraei la cuadratura del circulo, con-
siderd una circunferencia como un poligono regular de toniados. La idea de considerar que
una curva esta formado por infinitos segmentos infinitegimdé linea recta fue usada, entre otros,
por Kepler, Galileo y Leibniz y esta recogida en el libro ddll@ume de L'HbpitalAnalyse des
Infiniment Petits pour lintelligence des Lignes CourtE396) al cual ya nos hemos referido ante-
riormente.

A finales del siglo XVII, con el invento del Calculo, resurd@oposicion entre lo continuo y
lo discreto, esta vez centrada en el concepto de cantidauitésfmal. Algunos consideraban los
infinitésimos como algo real, infinitamente pequefio, pdmeai los atomos de Demdcrito, salvo
gque ahora su nimero era infinito. La integracién se condidetamo una suma infinita de estos
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infinitésimos. Una diferencial de una cantidad variableuarancremento infinitesimal de dicha va-
riable, y un cociente o una razon de diferenciales “en el nmbonen que se anulan”, o que Newton
llamabacantidades evanescentesa lo que ahora llamamos una derivada, y Newton llamaba una
fluxion

El uso de los infinitésimos en el Calculo demostraba ser mogzfi, aunque a algunos, como
al mismo Newton, les hubiera gustado evitarlo, lo ciertowsmp se sabia bien cémo hacerlo. Lo
peor de todo, no es que el mero concepto de infinitésimo sear dégificiimente sostenible, sino la
forma en que los infinitésimos se manejaban en los calcutmerRos destacar dos caracteristicas.

e Con los infinitésimos podia operarse como con cantidaddadinb nulas y, en particular,
podia dividirse por ellos.

e Los infinitésimos podian ser tratados como cantidades.rmsassix es una cantidad positiva
y o un infinitésimo, entonces+ 0 = Xx.

Dependiendo del tipo de calculo eran tratados de una fornmteauAdemas, habia infinitésimos
de primer orden despreciables frente a cantidades finkeseglindo orden que eran despreciables
frente a los de primer orden, y asi sucesivamente. Pararataleapeorar las cosas, los infinitési-
mMos no respetaban faopiedad arquimedianpues el producto de cualquier cantidad finita por un
infinitésimo seguia siendo un infinitésimo.

Ejemplo. Un ejemplo tipico es el célculo de la diferencial de un preolge dos cantidadesey.
Se razonaba como sigue. Cuandmmbia ax+ dx, y cambia ay+ dy, por lo quexy se transforma
en

(X4 dx)(y+ dy) = xy+ xdy + ydx + dxdy

por lo que la diferencial dey esxdy + ydx + dxdy, pero como ®&dy es una cantidad infinitamente
pequefia con respecto a los otros términos, se sigue quetardifal dexy esxdy + ydx.

Ejemplo. Veamos otro ejemplo tipico. Consideremos dos cantidedeselacionadas poy— x3 =
0. Cuandax cambia ax+ dx, y cambia ay+ dy, por lo que

0=y+ dy — (x+ dx)® =y + dy —x3 — 3¢ dx — 3x(dx)? — (dx)®
Teniendo en cuenta qye- x3 = 0, deducimos:
dy = 3x%dx + 3x(dx)? + (dx)3

Dividiendo por & la igualdad obtenida resulta:

dy .2 2
™ = 3x” + 3xdx + (dx)
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. . d
Y como Xdx + (dx)? es infinitamente pequefio respecto e 8oncluimos que% = 3%
En lenguaje actual, lo que hemos hecho es calcular la dartth funcionf (x) =x3. Y. .. jel
resultado es correcto! A pesar de que hemos dividido por antidad que después hemos hecho

igual a cero.

En 1734 el filésofdGeorge Berkeley1685 - 1753) publicd una obra cuyo titulo Ekanalista,

o discurso dirigido a un matemaético infiel, donde se examireh @bjeto, principios e inferencias
del andlisis moderno estan formulados de manera mas clatadocidos de manera més evidente,
que los misterios de la religion y las cuestiones de |Efe dicha obra Berkeley, que fue obispo
anglicano de Cloyne, hace una critica de los fundamentdsalelilo que tuvo una gran influencia.
Afirmaba Berkeley que si se acepta que el Calculo puede @caoiiciones exactas por medio
de razonamientos erréneos, entonces debe admitirse qaeleefle alcanzar la verdad por vias
misticas. Es famoso su comentario:

¢ Qué son las fluxiones? Las velocidades de incrementossearies. Y ¢qué son es-
tos mismos incrementos evanescentes? Ellos no son niadesidinitas, ni cantidades
infinitamente pequefas, ni siquiera son nada. ¢ No las podrédlamar los fantasmas
de las cantidades desaparecidas?

Los embrollos en que andaban metidos los matematicos smedie la novela de Jonathan Swift
Los viajes de Gullivef1726) donde aparecen los diminutos enanos de Lilliput yefagmes gi-
gantes de Brobdingnag, y en la narracion cttteromegag1752) de Voltaire.

La realidad es que los matematicos del siglo XVIII, y hasenlentrado el siglo XIX, es-
taban mucho mas interesados en desarrollar y aplicar lagcaécdel Calculo, que en ocupar-
se de problemas de fundamentos. Entre los principales rétites de esta época hay que citar
a Leonard Euler(1707 - 1783),Jean d’Alember{1717 - 1783),Joseph-Louis Lagrangd 736 -
1813), Pierre-Simon Laplacél749 - 1827),Joseph Fourie(1768 - 1830),Carl Friedrich Gauss
(1777 - 1855). El espiritu de los tiempos, el Siglo de las kugeeda bien reflejado en la siguiente
frase.

Todos los efectos de la naturaleza son tan sélo las consei@sematematicas de un
pequefio numero de leyes inmutables. Laplace

En el primer tercio del siglo XIX, el ideal de Newton de “somrdbs fendmenos de la Naturaleza
a las leyes mateméticas”, podia considerarse esencia@mesalizado.
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1.8. El triunfo de Pitagoras

Llegamos asi al siglo XIX que, en cuanto a matematicas seeagfia sido llamado el Siglo del
Rigor. Veamos como se entendian en los primeros afios de siigloolos conceptos basicos del
Célculo.

e Concepto de funcién. No existia tal como lo entendemos ectlakdad. En vez de funcio-
nes, se consideraban relaciones entre variables, es eagagiones. Las correspondencias
entre variables se interpretaban en términos geométfitmexistia la idea del dominio de
una variable.

e Concepto de continuidad. El concepto de continuidad plintwaabia sido siquiera formu-
lado matematicamente. La idea de Euler de funcién contoarap aquella que esta definida
por una unica expresion analitica, era todo lo que habia.

e Concepto de limite. Solamente se tenian algunas ideassasnfigravadas por el uso de los
infinitésimos. Los infinitésimos empezaban a considerars®ovariables con limite cero.

e Concepto de numero. La idea de cantidad abstracta varildeque podian asignarse va-
lores concretos, no habia experimentado cambios notablesast un siglo. Los niumeros
complejos ya eran aceptados, gracias a los trabajos de ¥ @Hebre todo, de Gauss, pero
seguia sin tenerse una idea clara de los nimeros irracipygheevalecia una interpretacion
geométrica de los mismos.

Esta situacién iba a cambiar gracias principalmente aabsjos ddernad Bolzan@1781 - 1848),
Augustin Louis Cauchyl1789 - 1857) yarl Weierstras¢1815 - 1897) de los que nos ocuparemos
al estudiar la formalizacion del concepto de limite. Ahougetp detenerme solamente en la evo-
lucién de la idea de nimero real. A los tres matematicos astdihy que agregar los nombres de
Richard Dedekind1831 - 1916) yGeorge Cantofl845 - 1918), fueron ellos quienes desarrollaron
la teoria de los numeros reales. Es légico preguntarse goesto no se hizo antes. Pueden darse
varias razones para ello.

e En el siglo XVIII las mateméticas son consideradas una @Giethe la Naturaleza. Las teo-
rias matematicas deben reflejar la realidad fisica. Lasmédieas son una herramienta para
formular y descubrir las Leyes de la Naturaleza. Las tegni@®maticas no se inventan, se
descubren.

e Los numeros reales estaban asociados con magnitudes \eg@étaban geométricamen-
te. Eran algo dado en la realidad fisica. A los mateméaticosiglm XVIII no les parecié
necesario dar una definicion matemética de los mismos.
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e Observa que para precisar un nimero coyf®debes dar todas sus cifras decimales en su
orden, es decir, un vector de infinitas componentes. Fgatbién que la condiciéon dada por
Eudoxo () para comparar razones inconmensurables hace intervenioslos nimeros na-
turales. Esto no es casual. La idea de nimero irraciona dewmsigo asociada la de infinito.
Hasta que no se elaboraron los fundamentos de una teorimétai@ del infinito, no pudo
desarrollarse una teoria satisfactoria de los nimerossceal

En el siglo XVIlII las definiciones matematicas eran desidst no creaban objetos matemati-
cos sino que describian algo que se suponia debia imitaealdad externa. Por la misma razoén,
no podian inventarse reglas para operar con los objetosmattes. Las reglas habia que descu-
brirlas, pero no podian elegirse libremente. Se considegjab la Naturaleza imponia unas normas
que las Matematicas de alguna manera debian imitar, no dibrerpara inventar una teoria ma-
tematica. La idea de una Mateméatica como juego logico foemalalgo impensable en el siglo
XVIII.

La idea que los matematicos tenian de su Ciencia cambi6 e fi@adical como consecuencia
de la invencién en el siglo XIX de las geometrias no eucligasglanos Bolya(1802 - 1860) y
Nikolai I. Lobachevsky(1792 - 1856). Con la aparicion de las geometrias no euslidgeshan ido
introduciendo en matematicas nuevos conceptos y desargulie no tienen una contrapartida in-
mediata en el mundo real. Quedd claro a partir de entoncelas|ogatematicas no son una Ciencia
de la Naturaleza, que la definicion usual de las matemat@mas ¢a ciencia que estudia la canti-
dad y la forma es inadecuada, y pasé a considerarse que Iméatiai es la ciencia que obtiene
conclusiones légicas de sistemas axiomaticos. Las matarmé&on, pues, una ciencia puramente
deductiva. Una teoria matemética es un conjunto de axiooasantienen ciertos términos inde-
finidos, y un sistema de reglas de inferencia logica. El pgpeljuegan las definiciones en una
teoria matematica consiste en crear nuevos objetos matemgitprecisar su significado en dicha
teoria. Todos los objetos que se estudian en una teoria ditano bien son términos indefinidos
de dicha teoria o son objetos creados por medio de defingigue remiten a los axiomas. En el
XVIII los nameros reales son algo dado y externo que las matieas deben explicar, al final del
XIX los nimeros seran algo completamente diferente.

La idea de numero real es el soporte de otras ideas basic@dldalo como las de continuidad
y limite. Los procesos de convergencia dependen de la plagide completitud de los nimeros
reales. Por todo ello, los matematicos eran cada vez masientes de que los progresos del
Célculo dependian de un mejor conocimiento de los mismos.
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1.9. Cortaduras de Dedekind

A mediados del siglo XIX no era posible demostrar algunosltados basicos del calculo; por
ejemplo, que toda funcién creciente y acotada tiene liroitd,teorema del valor intermedio para
funciones continuas. Ello se debia a que faltaba codificaeméicamente una propiedad funda-
mental de los nimeros reales, la que ahora llamaowpletitudy entonces se llamalmopiedad
de continuidadEn 1872 se publicaron dos trabajos, uno de Cantor y otro dekied, en los que,
tomando como punto de partida el sistema de los nUmerosedes cada autor desarrollaba una
construccion matematica de los niUmeros reales. Nos vanmsgarcaqui del trabajo de Dedekind,
titulado Continuidad y nimeros irracionale§n dicho trabajo, Dedekind manifiesta su propésito
de reducir los niUmeros reales a la aritmética, eliminandtode contenido geométrico en la idea
de nimero real. Para explicar lo que él hizo vamos a partia dguicion de una recta.

Una recta es un ejemplo claro de continuidad. Elegido ungpeomo
origen y un segmento como unidad, podemos hacer corregpande
cada numero racional un punto de esa recta. Ya hemos visiablalr

de las magnitudes inconmensurables, que los nimeros atesomo
agotan todos los puntos de la recta; cualquier punto quespwnda
con un segmento de longitud inconmensurable con la uniceygidel

no puede ser representado por un namero racional, es dedm, e
recta racional hay “huecos”. Por tanto, los nimeros ratésnao son
suficientes para describir numéricamente “el continuo”piggunta

Dedekind:
¢En qué consiste esta continuidad? Todo depende de la stapaessta pregunta,

y solamente a través de ella obtendremos una base cientdieal@ investigacion
de todos los dominios continuos. Con vagas observaciort@s $union sin rotura
de las partes mas pequefias, obviamente nada se gana; ekpral#s indicar una
caracteristica precisa de la continuidad que pueda semimo base para deducciones
validas. Durante largo tiempo he meditado sobre esto en vpam finalmente he
encontrado lo que pretendia.

Figura 8. Dedekind

Dedekind se dispone a revelar el secreto, pero como su iéeadadde ser genial es muy sencilla,
previene al lector con esta observacion.

Muchos de mis lectores quedaran grandemente disgustadabal que por esta vul-
gar observacioén se revela el secreto de la continuidad.

¢, Cual es esaulgar observacion? Vamos a explicarla. Todo punto en una Rtiadivide en dos
partes disjuntas, la parfe formada por los puntos de la recta que estan a su izquietaaayteB,
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formada por los puntos de la recta que estan a su derechai punto podemaos incluirlo bien
enA o enB. Dice Dedekind:

He encontrado la esencia de la continuidad en el reciprosajexir, en el siguiente
principio:“Si todos los puntos de la recta se dividen en dos clasesgatetdo punto
de la primera clase queda a la izquierda de todo punto de lamdaglase, entonces
existe un, y s6lo un punto, que produce esta division de tlodgsuntos en dos clases,
esta escision de la linea recta en dos partes.”

Las ideas geniales, que ademas son sencillas, son dobéegemtles. Igual que el tiempo es
continuo porgue entre dos instantes de tiempo solamentéemyo, la recta es continua porque
entre dos puntos de ella solamente hay puntos de la misnza Eecesta la idea que Dedekind ha
sabido expresar matematicamente de una forma insupelPatsleentenderla un poco mejor, vamos
a considerar el conjunt® de los nimeros racionales como puntos de una recta en la ashe
elegido un origen y una unidad, la recta racional.

Definicion. Unacortadurade Q es un pafA,B), dondeAy B son conjuntos no vacios de numeros
racionales tales qu@ = AUB, y todo numero dé\ es menor que todo nimero Bey A no tiene
maximo.

Todo namero racionale Q produce una cortadura dada por
A={xeQ:x<r}, B={xeQ:r>x}

Pero en la recta racional hay muchas cortaduras que no esturciglas por nimeros racionales.
Es un sencillo ejercicio probar que los conjuntos

A={xcQ:x<0 0x <2}, B={xcQ:x>0y x*>2}

definen una cortadura d@ que no esta producida por ningin namero racional. De heche, s
imaginas la recta racional dentro de la recta real, y tomastmneroa que sea irracional, los
conjuntos

A={xeQ:x<a}, B={xeQ:r>a}

Definen una cortadura dg que no esta producida por ningln ndmero racional. Es deciside-
randoQ dentro deR, vemos que cada cortadura@eesta determinada por un punto que puede ser
racional o irracional.

Pero clarogsta prohibido usar la recta real cuando lo que queremos gsijnente construirla
a partir de Q. ¢De donde sacamos los numeros reales si todo lo que tenemtmss sacionales?
Esta es la idea genial de Dedekind.
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Definicion. Un nimero real es una cortadura@e

El conjunto de todos los nimeros reales se representR.f@bserva el papel que desempefan
las definiciones en una teoria matematica: crean nuevotshje la teoria. La definicion anterior
dice lo que es un namero real en términos exclusivamente menoé racionales. Vuelve ahora a
leer la definicion de Eudoxd) para la igualdad de razones inconmensurables. jLo quélies
gue dos razones inconmensurables son iguales si produaenisma cortadura ed! Salvo esto,
ningun otro parecido hay entre Dedekind y Eudoxo.

Los nimeros racionales se construyen a partir del conjaat®los enteros, y éstos se obtienen
facilmente a partir de los naturales. Dedekin@iyseppe Peanestablecieron una base axiomati-
ca para el conjunt® de los nimeros naturales. Ya ves, al final, Pitagoras hasagpe todo es
namero.

1.10. Meétodos axiomaticos y métodos constructivos

Supongo lo que estas pensando: “jVaya definicion extranaiaem real! Ahora resulta que
un nimero es una cortadura. .. jnada menos que dos conjafititds de nameros!”. Vayamos
poco a poco.

e Esuna definicion operativa, es decir, permite definir la syeigproducto de nimeros reales,
asi como larelacién de orden y demostrar que verifican lgsgatades que definen un cuerpo
ordenado completo. Ademas, todo esto se hace de formalaengique laboriosa. Si tienes
curiosidad, puedes consultar el Capitulo 285e [

e Lo importante de la definicion es que define los nimeros realesnente usando los nime-
ros racionales. Es decir, resuelve un problemexdstencieen sentido matematico.

Dos cuerpos ordenados completos son matematicamenttrigdibles pues se demuestra que
entre ellos hay un isomorfismo creciente. Por talit® nimeros reales son el Unico cuerpo orde-
nado completoLa demostracion de quexisteun cuerpo ordenado completo y @sico es larga,
laboriosa y depende de las hipétesis de partida.

Lo mas usual es dar por conocidos los nimeros racionales giagmellosconstruir R. Es-
to puede parecer extrafio a primera vista, porque si s6loceomas los numeros racionales, ¢ de
dénde van a salir los demas? De eso precisamente se ocupagtlodos constructivo&Cantor,
Dedekind). Por ejemplo, si partimos de la intuicién de quelos nimeros reales se pueden repre-
sentartodoslos puntos de una recta, es claro que un nimero real quededetdo de forma Unica
por los nimeros racionales menores que él. Esta idea coadadefinicionde nimero real dada
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por Dedekind. La definicién de Cantor es mucho menos intufiives, para Cantor, un nimero real
es una clase de infinitas sucesiones de nameros racionaesiopplen una cierta propiedad.

Es posible probar, partiendo de estas definiciones, quagirdo de los nimeros reales asi de-
finidos puede dotarse de una estructura algebraica y de dederanera que satisface los axiomas
de un cuerpo ordenado completo. Este proceso es bastaotms$al) ademas se corre el peligro
de centrar la atencién en el proceso en si mismo olvidandoteglie se persigue. Por otra parte,
las definiciones de Dedekind o de Cantor no son las Unicagthesy definiciones de nimero real.
Pensaras que esto no es serio. ¢,Qué esta ocurriendo aqui€, ®encillamente, que cualquier de-
finicion de los numeros reales a partir de los racionales, esstcualquier método constructivo de
R, tiene su razoén Ultima de ser erpebblema de la existencig puede ser construido un cuerpo or-
denado completo a partir de los axiomas usuales de la TemGajuntos? Pues bien, la respuesta
es gue si; ademas, y esto es fundamental, matematicamenie sentido preciso, dicho cuerps
anico,

Da igual, por tanto, cédmo se interprete lo que es un niumetploedmportante es que de cual-
quier forma que lo hagamos, los axiomas que definen un cuedemado completo determinan
totalmente sus propiedades matematicas. Es decir, unaueezatpemos que hay un Unico cuerpo
ordenado completo, lo mejor es olvidar cualquier posikierpretacion de cémo sean sus elemen-
tos (ningun matematico piensa qu& = {xcQ :x < 0 0 x* < 2}) y quedarnos exclusivamente
con las propiedades de los mismos. Esto es precisamente Eedwace con el método axiomatico
que es la forma mas conveniente de iniciarse en el estudmsdeimeros reales.

Para mas detalles sobre la fundamentacién del sistema dérweros reales puede consultarse
el capitulo 41 de4].

1.11. Elregreso de los pequefiitos

Con la reduccién del continuo a lo discreto, parece que fimalenha triunfado la Aritmé-
tica. Pero la historia continua. Por una parte, los nUmeabgrales tuvieron un reinado efime-
ro, pues fueron esencialmente reducidos a pura l6gica comgecuencia del trabajo pionero de
Gottlob Frege Por otra parte en 1960, el l6gicddbraham Robinsorf1918 - 1974) construyd un
sistema numeérico, losiperreales un cuerpo totalmente ordenado no arquimediano, que oentie
una copia de los nimeros reales y en el que hay niumeros infante pequefios y nimeros infini-
tamente grandes. Las técnicas desarrolladas por Robiesmmsecen con el nombre é@alisis No
Estandar Con dichas técnicas pueden probarse los resultados femdales del Calculo de forma
intuitiva y directa al estilo de Newton y Leibniz. jEstan équos infinitésimos han regresado!
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1.12. Otros numeros: complejos, cuaterniones, octoniones

Acabamos de recorrer el largo camino que lleva del descidmiode las cantidades incon-
mensurables hasta la formalizacion matematica del comekphimero real. Pero, ademas de los
naturales, enteros, racionales e irracionales, hay ofro®ros, algunos bien conocidos, otros no
tanto.

Los nimeros que hoy llamamos “complejos” fueron durantehosiafios motivo de polémicas
y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a pamolapcreciente evidencia de su utili-
dad, acabaron por ser cominmente aceptados, aunque no hienocomprendidos hasta épocas
recientes. Nada hay de extrafio en ello si pensamos que l@osinegativos no fueron plenamente
aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apagien los trabajos de Cardano
(1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con atwlal de las raices de la cubica o ecua-
cion de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) gfiisrdajue“ciertas ecuaciones alge-
braicas so6lo tienen solucién en nuestra imaginacignacufi6 el calificativdimaginarias” para
referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del sigiblMos nUmeros complejos o imagina-
rios son usados con recelo, con desconfianza. Con frecuenaiado la solucién de un problema
resulta ser un nimero complejo se interpreta esto como gu®lglema no tiene solucion. Para
Leibniz“el nUmero imaginario es un recurso sutil y maravilloso dspé&itu divino, casi un anfibio
entre el sery el no ser”

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeres reabonden al problema bien
cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada siouitalos nimeros complejos. Mientras
los mateméticos necesitaron interpretar en términosofisitis objetos de estudio, no se avanz6
mucho en la comprension de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con nUmeros complejoek® a que ellos no se preocu-
paron de ldnaturaleza” de los mismos; no se preguntaron “¢,qué es un numero coniplsijod@
que se dijerorfa ver, para qué sirven, gué puede hacerse con ellds8 Gauss quien definitiva-
mente concede a los nimeros complejos un lugar privilegiedtro de las matematicas al probar
en 1799 el resultado conocido comeorema Fundamental del algebgae afirma que toda ecua-
cion polinébmica de grada con coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuentastaates
como su ordem raices quéambién son nimeros complejos

El término, hoy usado d&imeros complejos’se debe a Gauss, quien también hizo popular
la letra i” que Euler (1707-1783) habia usado esporadicamente. E& ARfand interpreta los
nameros complejos como vectores en el plano. La fecha degk8@msiderada como el nacimiento
de la teoria de funciones de variable compleja, pues secaudli dicho afio la Memoria sobre la
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Integracion Compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.

Los nimeros complejos son una herramienta basica de caaoespecialmente (tiles para
trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se hace ustatte de ellos siempre que represen-
tamos una sefial por medio de dichas funciones, y no hay giglaotiue ése es el propésito basico
de los“métodos de Fourier! La Transformada de Fourier Discretaina herramienta fundamen-
tal en el tratamiento digital de sefales, toma valores oejogl Lastransformadas de Fourier y
de Laplaceson funciones complejas. lteansformada zal igual que otras transformadas de uso
frecuente, se define como una serie de nUmeros complejosntef exponencial compleja de-
sempefia un papel fundamental en el estudio de los sistenigsidfEmas lineales invariantes en
el tiempo) y también en la teoria de las ecuaciones difeasciineales. Los formatos digitales
mas frecuentes de audio e imagen son, respectivamente, WR3.yCuesta trabajo imaginar como
seria Internet sin estos formatos. Lo que quizas no sepasedsa godificacion MP3 y la JPG se
llevan a cabo con algoritmos que usan nimeros complejosdild) por extrafio que pueda pare-
cer, es que las principales herramientas para trabajarodontipo de sefiales (audio, video, voz,
imagen,...) son complejas.

El Teorema Fundamental del algebra nos dice que el procediinde ir ampliando el campo
numeérico con el objetivo de que toda ecuaciéon polinémicgaemwmluciones alcanza su cima con los
numeros complejos y que no apareceran ya por este procettinmeevos tipos de nimeros. Pero
podemos preguntarnos si, al igual que hemos definido undpiiaation enR x R para obtener
C, es posible hacer algaimilar en R" de manera que resulte una estructura a cuyos elementos
podamos llamanumeros Para ello tendremos que ponernos de acuerdo en qué cosangsejue
sea unnimero Lo que esta claro es que, sean lo que sean, los niUmeros se teher sumar
y multiplicar; la adicién debe tener las propiedades us,ddemultiplicacion debe ser distributiva
respecto de la adicién y todo nimero distinto de cero deleg taninverso. La codificacion de estas
propiedades conduce al conceptoalgebra real no asociativa de divisibmin espacio vectorial
real, A, dotado de una aplicacion bilineAlx A — A, (a,b) — ab, llamadaproducto Debemos
exigir queA tenga unidad, es decir, que haya un elemerd, u = 0, tal queau = ua= a para
todoac A. Ademas, todo elemento# 0 debe tener un inverdm= A tal queab = ba= u.

ClaramenteR y R? (con el producto complejo) son ejemplos de algebras reaeativision
cuyo producto tiene las propiedades asociativas y conivagat

EnR* pongamosl = (1,0,0,0), i = (,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1) y definamos un
producto en el qué hace de unidad y:

i2=j2=k?=-1, ij=—ji=k, jk=—kj =i, ki=—ik=]j
extendiéndolo por bilinealidad&*. Es facil probar que:

(a+bi+¢j +dk)(a—bi —¢j —dk) = (a® + b?+ ? +d?)1
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De esta forma obtenemos un algebra real de divisién de digredsllamada el algebra de los
cuaternionesde Hamilton que se representa pirEl producto de dicha algebra es asociativo pero
claramente no es conmutativo.

Podemos representar los elemento®8en la forma

{( Z_ W):ZGC,W6C3}
W 2

donde, para un vectev = (wy,Wo,ws3) € C3, W = (Wr, Wz, W3). Se entiende que dicha matriz repre-
senta el vector dR® cuyas coordenadas son

(Re(2),Im(z), Re(wa), Im(wy ), Re(Wso), Im(w2), Re(ws), Im(ws)).

EnR& definimos un producto por:

7 W1 Z W2
W1 71 W2

_ 212 — (W1 |W2) W2 +Z W1 + Wi X Wa
—2Z1 W2 — W1 — W1 X W 2_12_2—<W_1|W2>

donde, para vector@s= (U, Uz, Us), V = (V1,V2,V3) € C3,

(U|V) = u1V1 + UpV + UV

U X V= (UxV3 — UV, UgVy — U1V3, UgVo — UpVy )

El producto asi definido eR® es bilineal, tiene unidadl = (1,0,0,0,0,0,0,0), no es conmutativo
y No es asociativo, aunque verifica las identidaaiés= a(ab) y ba? = (ba)a para todos, b € R,
Un algebra en la que el producto verifica estas identidaddi&keeajue es udlgebra alternativa.

Ademas se verifica que
z w zZ —w _ _
( w2 ) (W , )-(zz+<w\w>)1

de donde se sigue que es un algebra de division. Dicha algeliama algebra de laxtoniones

de Cayley y es un algebra real de divisién de dimensién 8 qtepsesenta pdld). Tenemos, pues,
cuatro algebras reales de divisidh, C = R? (con el producto complejo} y O, de dimensiones
respectivas 1, 2, 4y 8. La pregunta es obligada ¢ hay masadgedales de division? La respuesta
la dieron F.G. Frobenius (1878) y M. Zorn (1930) probando, gaéso isomorfismos, no hay mas
algebras reales de division alternativas de dimensiérafinieR, C, Hy Q. Otro resultado defini-
tivo fue demostrado por R. Bott y J. Milnor (1958) probande golamente es posible definir una
estructura de algebra de division RA para los valoresa = 1,2,4,8.
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